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IRREDUCIBLE REPRESENTATIONS OF RATIONAL CHEREDNIK
ALGEBRAS FOR EXCEPTIONAL COXETER GROUPS, PART II:
SOME DECOMPOSITION MATRICES OF Hc(E8) AND Hc(F4)
EMILY NORTON
Abstract. This paper contains the decomposition matrices for blocks of defect at most
2 in Category Oc(W ) of the rational Cherednik algebra when W = E8 or F4 with equal
parameters c = 1/d, d > 2 a regular number of W . A corollary of the result is a
classification of the dimensions of support of the irreducible modules L(τ ) in O1/d(W )
except in the following cases: W = E8, d = 4 or 6 and L(τ ) is in the principal block, or
d = 2 or 3; W = F4, d = 2. In particular, this classifies the finite-dimensional modules
of Hc(E8) when d 6= 2, 3, 4, 6.
Introduction and methods
As the title suggests, this is the second installment but perhaps not the last of a project
intending to classify irreducible representations in Category O of rational Cherednik alge-
bras for the exceptional Coxeter groups. “Classify” in the sense of: calculate the decom-
position matrix for Category O, that is, the matrix with rows labeled by Verma modules
M and columns by irreducible modules L, and whose entries are the multiplicities of the
irreducibles in the Vermas. The inverse of this matrix encodes the characters of all the
irreducible representations in O. The characters identify which irreducible representations
are finite-dimensional and what their dimensions are, as well as what the dimension of the
support variety of each irreducible representation is.
Complete answers to these questions were given by Chmutova for the dihedral groups
in [4] and by Balagovic-Puranik for H3 in [2]. Part I of this project [12] answered these
questions for H4, E6, and E7 at parameters c = 1/d except for when d = 2 – a complete
classification up to equivalences of categories when c /∈ 12Z – and calculated the finite-
dimensional simple modules in O1/d(F4) at equal parameters for d 6= 2. In this paper
we study decomposition matrices in the case of E8 or F4 with equal parameters, when
d > 2. We find the decomposition matrices of all blocks of defect at most 2, which gives
a complete answer for both Coxeter groups when d > 2 excepting four difficult blocks of
O1/d(E8): the principal blocks when d = 4 or 6 and the two big blocks when d = 3. Most
parameters for E8 are actually quite easy, and we were able to discover the characters and
dimensions of many previously unknown finite-dimensional irreducible representations.
Since Part I appeared, a joint paper by Griffeth, Gusenbauer, Juteau, and Lanini [7]
gave a necessary condition for a simple module in Oc(W ) to be finite-dimensional, and
their condition has turned out to be often but not always sufficient. The calculations in our
paper do not make use of their result because they were done before that paper appeared.
While our paper lay sleeping, dreaming of being completed someday to a classification for
all blocks of Oc(E8), the authors of the forthcoming paper [11] sent a draft of their preprint
which contains an enumeration of simple modules of given supports in Oc(E8) and Oc(F4)
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and a list of the finite-dimensional irreducibles, which they obtained independently by
different methods. So here is our Part II woken up suddenly.
0.1. Notation, terminology, background, methods. More background and defini-
tions are in Part I of this project [12].
Let W = E8 or F4 and let h be the reflection representation of W and h
∗ its dual. Let
S ⊂ W be the set of reflections and let c : S → C be a conjugation-invariant function.
Associated to the data ofW , h, and c there is a noncommutative algebra called the rational
Cherednik algebra Hc(W ) which was defined by Etingof and Ginzburg in [5]. As a vector
space, Hc(W ) ∼= Sh⊗ C[W ]⊗ Sh
∗, and Sh, Sh∗ are commutative subalgebras of Hc(W ).
In this paper we only consider c taking the same value on all reflections (this is called
“equal parameters” when there is more than one root-length), i.e. c ∈ C. We will always
take the parameter c = 1/d where d is a divisor of a fundamental degree of W and d > 2
for the following reasons: the category Oc(W ) (defined below) is semi-simple if c /∈ Q with
c = r/d, d a divisor of a fundamental degree and gcd(r, d) = 1; equivalences of categories
reduce to the case c = 1/d; and certain of our methods do not apply when d = 2.
The Greek letters µ, λ, τ, σ are used for irreducible representations of W = E8 or W =
F4. IrrW denotes the set of irreducible representations of W over C. Oc(W ) is the
category O of Hc(W ) at parameter c defined and studied in [6]. Its objects are all Hc(W )-
modules which are finitely generated over Sh∗ and on which h acts locally nilpotently.
Basic objects of Oc(W ) are L(τ) and M(τ) as τ ranges over IrrW , where L(τ) denotes the
simple module and M(τ) denotes the Verma (or “standard”) module of lowest weight τ .
Oc(W ) is a lowest weight category, there is a surjection M(τ)։ L(τ), and L(τ) has no self-
extensions. A basic problem is to find the multiplicities [M(τ) : L(τ)], the number of times
L(τ) appears in a Jordan-Ho¨lder series of M(τ). We call [M(τ) : L(τ)] a decomposition
number. Since our convention is to use lowest not highest weights, the decomposition
number [M(τ) : L(σ)] can only be nonzero when σ ≥ τ . Note that [M(τ) : L(τ)] = 1
always.
By a slight abuse of notation, Hq(W ) denotes the Hecke algebra at the parameter q,
and we will always take q = e2piic, where c is the parameter for the Cherednik algebra.
The KZ functor KZ : Oc(W ) −→ Hq(W ) − modf.d. is a quotient functor and kills all
simple modules of less than full support (i.e. those whose support is not all of h). Here,
the support of a simple module L(τ) is defined to be Spec of the annihilator in Sh∗ of
L(τ). The simple modules whose support is the origin are the finite-dimensional modules.
The grading element h :=
∑rkW
i=1 xiyi+yixi acts by a scalar hc(τ) on the lowest weight τ
of Verma or simple module in O. Since [M(τ) : L(σ)] > 0 implies that hc(σ)−hc(τ) ∈ Z≥0
[6], it is useful to graph the values of hc(τ) on a number line as in [2]. Such graphs of the
hc-weights appear in most of our calculations alongside the decomposition matrices. The
element hc commutes with the action of W and puts a Z-grading on modules in Oc(W ).
The graded piece of a module M in degree n will be written as M [n].
Simples L(τ) and L(σ) are said to be in the same block of Oc(W ) if there exist µ1 = τ,
µ2, ..., µk−1, µk = σ with µi ∈ IrrW , such that Ext
1
Oc
(L(µi),L(µi+1)) > 0 for all i =
1, ..., k − 1. A block of Oc(W ) may be considered by shorthand as a subset of IrrW , that
is, we may write that τ is in the block instead of writing L(τ) is in the block. The blocks of
Oc(W ) then partition IrrW . By “the principal block” we mean the block containing Triv.
Sometimes we will write B(τ) for the block of Oc(W ) containing τ . The blocks for Oc(W )
and Hq(W ) −modf.d. coincide by the Double Centralizer Theorem of [6]. Therefore the
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first step in finding decomposition numbers for W an exceptional Coxeter group is to look
up the blocks for Hq(W )−modf.d. in Geck-Pfeiffer’s book [9].
The notion of the defect of a block comes from group theory; the defect is a number
that measures the complexity of the block. It carries over to the Hecke algebras [9] and
thus by the Double Centralizer Theorem to Cherednik category O. By the defect of a
block of the Cherednik algebra we mean the defect of the block with the same characters
in Hq(W ) − modf.d.. The blocks of defect 0 are those τ in a block by themselves. The
blocks of defect 1 are determined by Brauer trees [8] and have a quiver description familiar
to many Lie theorists as they also appear as the quiver for parabolic category O(g)p in
type An−1 ⊂ An. Defect 1 blocks have only a single irreducible representation of less
than full support. It is basically trivial to classify irreducible representations L(τ) and
their characters and dimensions of support if they fall into a defect 1 block, because these
blocks are listed in [8] and the list of characters basically tells everything about the block.
We list the supports of the representations in such blocks and encode their characters in
Section 1 anyway, in case it is useful to anybody. Defect 2 blocks are more complicated
but usually still tractable. All the blocks studied in this paper (after the list of defect
1 blocks) are defect 2 blocks. Higher defect blocks offer greater challenges. In Oc(F4)
at equal parameters and d > 2, all nontrivial blocks have defect 1 or 2 [9]. In Oc(E8)
and d > 2, all nontrivial blocks have defect 1 or 2 except for the principal blocks when
d = 3, 4, 6 and the block containing the standard representation of E8 when d = 3 [9].
The rows and columns of the decomposition matrix of a block are labeled by the char-
acters of IrrW belonging to the block, in nondecreasing order with respect to the values
hc takes on them. The characters τ with a ⋆ to their left are those such that L(τ) is
finite-dimensional. Then dimSuppL(τ) = 0 and the support is a single point, hence the
notation of ⋆. If dimSuppL(τ) = k > 0 and k < rkW then (k) appears to the left of τ
by the decomposition matrix. The rows of the decomposition matrix with no (k) or ⋆ to
their left are labeled by τ such that L(τ) has full support. The corresponding columns
labeled τ are the columns of the decomposition matrix of Hq(W ). This is the part of the
decomposition matrix that is gotten for free, from [8]: the decomposition matrix of the
Hecke algebra Hq(W ) is a submatrix of the decomposition matrix of Oc(W ). Therefore
the second step after looking up the blocks in [9] is to import the decomposition matrix
of a block of Hq(W ) from Geck-Jacon’s book [8] as the starting point for the decompo-
sition matrix of the corresponding block of Oc(W ). (We mean the same thing by “the
decomposition matrix of Hc(W )” and “the decomposition matrix of Oc(W ).”)
The third step of filling out the decomposition matrix is to apply Lemmas 3.5 and 3.6
from Part I of this project [12]:
Lemma 0.1. Suppose c is not a half-integer. Then
dimHom(M(σ),M(τ)) = dimHom(M(τ ′),M(σ′))
where λ′ = λ⊗ Sign for λ ∈ IrrW .
Lemma 0.2. Let τ <c σ. Suppose there does not exist a chain τ =: νk+1 <c νk <c ... <c
ν2 <c ν1 <c ν0 := σ for k > 0 with [M(νi),L(νi−1)] > 0 for all i = 1, . . . , k + 1. Then
[M(τ) : L(σ)] = dimHom(M(σ),M(τ)).
For a number of the defect 2 decomposition matrices of Oc(E8), these lemmas applied
to the rectangular decomposition matrices of Hq(W ) from [8] are enough to finish the job.
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For decomposition matrices that can’t be completed by the two lemmas, it’s necessary to
play with induction and restriction from categories O for parabolic subgroups W ′ ⊂ W :
as defined by Bezrukavnikov-Etingof [3], there are exact [3] and biadjoint ([3],[14],[10])
functors Res
Oc(W )
Oc(W ′)
: Oc(W ) −→ Oc(W
′) and Ind
Oc(W )
Oc(W ′)
: Oc(W
′) −→ Res
Oc(W )
Oc(W ′)
: Oc(W ).
Sometimes we write Res for Res
Oc(W )
Oc(W ′)
when the context is clear. Likewise with Ind.
In the Grothendieck group of Oc(W ), Res and Ind act the same on a Verma module
M(τ) as the group representation theoretic induction and restriction do on τ ; that is, if
ResWW ′τ = σ1 ⊕ · · · ⊕ σk then [Res
Oc(W )
Oc(W ′)
M(τ)] = [M(σ1)] + · · · + [M(σk)] [3]. We may
write τ ↑ for IndWW ′ τ and τ ↓ for Res
W
W ′ τ when the context is clear. We write Res |B
for the functor of restriction followed by projection to the block B. We abuse notation
and write Res and Ind both for the restriction functors on the categories and on the
Grothendieck groups. We then write things like Res L = M1 −M2+ ... as a shorthand for
[Res L] = [M1]− [M2] + ... in the Grothendieck group.
The graded character of L(τ) is found from row τ of the inverse matrix A = (aλ,µ) to
the decomposition matrix, via the formula χL(τ)(t) =
(∑
σ aτ,σ dimC(σ)t
hc(σ
)
/(1− t)rkW .
The order of its pole at t = 1 equals dimSuppL(τ). When χL(τ)(t) is a polynomial then
L(τ) is finite-dimensional with dimension equal to χL(τ)(1).
0.2. Acknowledgments. Thanks to Olivier Dudas and Pavel Etingof for helpful conver-
sations during the time I was computing these decomposition matrices. Thanks to Seth
Shelley-Abrahamson and Ivan Losev for communicating their results to me before making
them public.
1. Defect 1 blocks of Oc(E8)
Defect 1 blocks were explained by Rouquier in [13], Theorem 5.15. The decomposition
matrix of a defect 1 block always has 1’s on and just above the diagonal, and 0’s everywhere
else. Thus if A is a defect 1 block, it suffices to know the characters of IrrW labeling
irreducibles in A together with the order on them determined by increasing values of hc in
order to know the decomposition matrix of A. The information about the characters and
their order can be found in the back of [9]. To write down the characters of the Cherednik
algebra modules L(λ) for λ ∈ A it’s necessary to actually calculate the values hc(λ). We
print this information below for the cases that have not been written down before.
The finite-dimensional simple representations belonging to a defect 1 block were classi-
fied by Rouquier [13]. He calculated their characters for c = 1/d, which also implies their
dimensions (by evaluating the character at t = 1). This information can be found in [13]
following Theorem 5.15. Note that Rouquier’s convention for the hc-function differs from
ours by a shift – he normalizes so that on the trivial representation it always takes value
0.
Remark 5.16 of [13] should generalize to the statement that there is exactly one simple
module, say L(λ0), of less than full support in any defect 1 block A of Oc(W ); that hc(λ0)
is minimal over hc(µ) for µ ∈ A; and that
#{L(µ) simple | L(µ) ∈ A} ≥ codimSuppL(λ0) + 1. In all examples in this paper, the
inequality is an equality. If this is true for a conceptual reason, then to see the dimensions
of support of all modules in a defect 1 block, it would not even be necessary to calculate
anything. It would be enough to look at Tables F.1-F.6 in [9], and if there arem characters
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in the block then the dimension of support of L(τ1) where τ1 is the first representation
listed will be equal to rkW + 1−m.
The hc-weights of each defect 1 block of Oc(E8) at c = 1/d which does not contain a
finite-dimensional representation, and the dimension of support of the unique irreducible
representation belonging to each such block, appears below. All data about the defects of
blocks and the characters in the blocks is from Table F.6 of [9]. For the first few values of d
the hc-weights of the τ in the block are drawn on a number line and labeled by the τ . For
the rest of the values of d the hc-weights have been shifted so that the smallest weight in
the block is 0. They are listed in the form {h′c(τ)} = {h
′
c(τ1), h
′
c(τ2)..., h
′
c(τm)}, where h
′
c =
hc−hc(τ1). The reader can find in Table F.6 of [9] the list of the τ belonging to the block
with the specified irreducible L(τ1) of less than full support. The dimension of support
of L(τ1) is the power of (1− t) in the denominator of
∑m
k=1(−1)
k−1 dim τkt
h′c(τk)/(1 − t)8
(after canceling any factors of (1− t) in the numerator).
1.1. c = 1
18
.
t t t t t t t t
−2 2
3
1 1
3
2 1
3
3 1
3
4 1
3
5 1
3
6 1
3
7 1
3
1x 210x 1008z 2100x 2400
′
z
1575′
x
560′
z
84′
x
t t t t t t t t
2
3
1 2
3
2 2
3
3 2
3
4 2
3
5 2
3
6 2
3
10 1
3
84x 560z 1575x 2400z 2100
′
x
1008′
z
210′
x
1′
x
• dimSuppL(1x) = 1
• dimSuppL(84x) = 1
1.2. c = 1
14
.
t t t t t t t t
−4 4
7
1 3
7
2 3
7
3 3
7
4 3
7
5 3
7
7 3
7
10 3
7
1x 700x 3240x 6075x 5600
′
z
2268′
x
210′
x
8′
z
t t t t t t t t
−2 3
7
4
7
2 4
7
3 4
7
4 4
7
5 4
7
6 4
7
10 4
7
8z 210x 2268x 5600z 6075
′
x
3240′
x
700′
x
1′
x
• dimSuppL(1x) = 1
• dimSuppL(8z) = 1
1.3. c = 1
12
.
t t t t t t t
−3.5 .5 1.5 3.5 4.5 5; 5 6.5
8z 560z 1344x 3200x 4200
′
x
2240′
x
448′
z
5
t t t t t t t
1.5 2.5 3.5 4.5 6.5 7.5 11.5
448z 2240x 4200x 3200
′
x
1344′
x
560′
z
8′
z
t t t t t t t
−1 1 3 4 5 7 9
84x 700x 4200x 7168w 4200
′
x
700′
x
84′
x
• dimSuppL(8z) = 2
• dimSuppL(448z) = 2
• dimSuppL(84x) = 2
1.4. c = 1
10
.
t t t t t t t
−.8 2.2 3.2 5.2 6.2 8.2 11.2
50x 1400zz 2835x 4200
′
x
3240′
z
560′
z
35′
x
t t t t t t t
−3.8 −.8 1.2 2.2 4.2 5.2 8.2
35x 560z 3240z 2835x 4200
′
x
1400′
zz
50′
x
• dimSuppL(50x) = 2
• dimSuppL(35x) = 2
1.5. c = 1
9
.
• dimSuppL(1x) = 2 {h
′
c(τ)} = {0, 8, 12, 14, 15, 16, 20}
• dimSuppL(28x) = 2 {h
′
c(τ)} = {0, 4, 5, 6, 8, 12, 20}
• dimSuppL(160z) = 2 {h
′
c(τ)} = {0, 2, 4, 6, 7, 10, 12}
• dimSuppL(112z) = 2 {h
′
c(τ)} = {0, 2, 3, 4, 6, 8, 10}
• dimSuppL(8z) = 2 {h
′
c(τ)} = {0, 6, 8, 10, 12, 14, 20}
• dimSuppL(35x) = 2 {h
′
c(τ)} = {0, 4, 6, 8, 10, 12, 16}
1.6. c = 1
8
.
• dimSuppL(8z) = 3 {h
′
c(τ)} = {0, 9, 10, 12, 14, 15}
• dimSuppL(1344x) = 3 {h
′
c(τ)} = {0, 1, 3, 5, 6, 15}
• dimSuppL(28x) = 3 {h
′
c(τ)} = {0, 5, 6, 9, 10, 12}
• dimSuppL(300x) = 3 {h
′
c(τ)} = {0, 2, 3, 6, 7, 12}
• dimSuppL(112z) = 3 {h
′
c(τ)} = {0, 3, 5, 9, 12, 15}
• dimSuppL(84x) = 3 {h
′
c(τ)} = {0, 3, 6, 10, 12, 15}
1.7. c = 1
7
.
• dimSuppL(1x) = 2 {h
′
c(τ)} = {0, 12, 15, 16, 18, 20, 24}
• dimSuppL(50x) = 2 {h
′
c(τ)} = {0, 4, 6, 8, 9, 12, 24}
• dimSuppL(8z) = 2 {h
′
c(τ)} = {0, 6, 10, 12, 15, 16, 18}
• dimSuppL(400z) = 2 {h
′
c(τ)} = {0, 2, 3, 6, 8, 12, 18}
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1.8. c = 1
6
.
• dimSuppL(972x) = 4 {h
′
c(τ)} = {0, 2, 5, 7, 10}
• dimSuppL(567x) = 4 {h
′
c(τ)} = {0, 3, 5, 8, 10}
• dimSuppL(1008z) = 4 {h
′
c(τ)} = {0, 1, 5, 9, 10}
1.9. c = 1
5
.
• dimSuppL(210x) = 4 {h
′
c(τ)} = {0, 6, 8, 12, 24}
• dimSuppL(35x) = 4 {h
′
c(τ)} = {0, 12, 16, 18, 24}
• dimSuppL(160z) = 4 {h
′
c(τ)} = {0, 6, 12, 14, 18}
• dimSuppL(560z) = 4 {h
′
c(τ)} = {0, 4, 6, 12, 18}
1.10. c = 1
3
.
• dimSuppL(567x) = 6 {h
′
c(τ)} = {0, 16, 20}
• dimSuppL(2268x) = 6 {h
′
c(τ)} = {0, 4, 20}
• dimSuppL(1296z) = 6 {h
′
c(τ)} = {0, 10, 14}
• dimSuppL(3240z) = 6 {h
′
c(τ)} = {0, 4, 14}
• dimSuppL(1008z) = 6 {h
′
c(τ)} = {0, 10, 20}
• dimSuppL(1575x) = 6 {h
′
c(τ)} = {0, 8, 16}
2. Defect 2 blocks of Oc(E8)
The decomposition matrices for c = 112 ,
1
10 ,
1
8 ,
1
6 ,
1
5 , and
1
4 which appear in this section
are almost entirely given by the decomposition matrices of the Hecke algebra Hq(E8) at
q = e2piic, which are in [8]. In the case of c = 112 ,
1
10 ,
1
8 ,
1
5 , there are six additional columns
which have to be found: but these follow immediately from Lemmas 0.2 and 0.1. Thus
the decomposition matrices at these parameters are printed without any proofs below. In
the case of c = 16 and
1
4 , there are five additional columns to find, and in these cases one
has to make additional arguments to complete these columns.
2.1. c = 1
12
.
t t t t t t t t t t t t t t t
−6 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 14
1x 35x 112z 50x
210x
400z 1050x
1400x
525x
3360x
2800z
1400y
2688y
4536y
2100y
3360′
x
2800′
z
1050′
x
1400′
x
525′
x
400′
z
50′
x
210′
x
112′
z
35′
x
1′
x
7




⋆ 1x 1 · 1 · · 1 · 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
⋆ 35x · 1 1 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(2) 112z · · 1 1 · · 1 1 · 1 · · · · · · · · · · · · · · · ·
210x · · · 1 · · · · · 1 · · · · 1 · · · · · · · · · · ·
⋆ 50x · · · · 1 1 · · 1 · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(1) 400z · · · · · 1 · 1 1 · 1 · · · · · · · · · · · · · · ·
(2) 525x · · · · · · 1 · · 1 · 1 · · · · · · · · · · · · · ·
1400x · · · · · · · 1 · 1 1 · 1 · · · · · · · · · · · · ·
1050x · · · · · · · · 1 · 1 · · 1 · · · · · · · · · · · ·
2800z · · · · · · · · · 1 · 1 1 · 1 1 · · · · · · · · · ·
3360z · · · · · · · · · · 1 · 1 1 · · 1 · · · · · · · · ·
2100y · · · · · · · · · · · 1 · · · 1 · 1 · · · · · · · ·
4536y · · · · · · · · · · · · 1 · · 1 1 · 1 · · · · · · ·
2688y · · · · · · · · · · · · · 1 · · 1 · · 1 · · · · · ·
1400y · · · · · · · · · · · · · · 1 1 · · · · · 1 · · · ·
2800′
z
· · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 1 · · 1 · 1 · ·
3360′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 1 1 · · · · ·
525′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · · · 1 · ·
1400′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 · · 1 · 1
1050′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 1 · 1 · · ·
400′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 · · 1
210′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 1 ·
50′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · ·
112′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 1 1
35′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 ·
1′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
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



⋆ 1x 1 · −1 1 · −1 1 1 1 −2 −1 1 2 · 1 −2 −1 1 1 1 −1 1 · −1 · 1
⋆ 35x · 1 −1 · · · 1 1 · −1 −1 · 1 1 1 −1 −1 1 1 · · · · −1 1 ·
(2) 112z · · 1 −1 · · −1 −1 · 2 1 −1 −2 −1 −1 2 2 −1 −2 −1 1 −1 · 2 −1 −1
210x · · · 1 · · · · · −1 · 1 1 · · −1 −1 · 1 1 −1 1 · −1 · 1
⋆ 50x · · · · 1 −1 · 1 · −1 · 1 · · 1 −1 · · 1 · −1 · 1 · · ·
(1) 400z · · · · · 1 · −1 −1 1 1 −1 −1 · −1 2 · −1 −1 · 1 −1 −1 1 · −1
(2) 525x · · · · · · 1 · · −1 · · 1 · 1 −1 −1 1 1 1 −1 · · −1 1 1
1400x · · · · · · · 1 · −1 −1 1 1 1 1 −2 −1 1 2 · −1 1 1 −2 1 1
1050x · · · · · · · · 1 · −1 · 1 · · −1 · 1 · · · 1 · −1 · 1
2800z · · · · · · · · · 1 · −1 −1 · −1 2 1 −1 −2 −1 2 −1 −1 2 −1 −2
3360z · · · · · · · · · · 1 · −1 −1 · 1 1 −1 −1 · · −1 · 2 −1 −1
2100y · · · · · · · · · · · 1 · · · −1 · · 1 · −1 1 1 −1 · 1
4536y · · · · · · · · · · · · 1 · · −1 −1 1 1 1 −1 1 · −2 1 2
2688y · · · · · · · · · · · · · 1 · · −1 · 1 · · · · −1 1 ·
1400y · · · · · · · · · · · · · · 1 −1 · 1 1 · −1 · 1 −1 1 1
2800′
z
· · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 −1 · 1 −1 −1 2 −1 −2
3360′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 −1 1 · · 1 −1 −1
525′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · · · −1 1 1
1400′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 · 1 −1 1 1
1050′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 −1 · · · · 1
400′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 · · −1
210′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 · 1
50′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · ·
112′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 −1 −1
35′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 ·
1′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
9
Finite-dimensional modules, their characters and dimensions:
L(1x) = M(1x)−M(112z) +M(210x)−M(400z) +M(525x) +M(1400x) +M(1050x)− 2M(2800z)
−M(3360z) +M(2100y) + 2M(4536y) +M(1400y)− 2M(2800
′
z)−M(3360
′
z)
+M(525′x) +M(1400
′
x) +M(1050
′
x)−M(400
′
z) +M(210
′
x)−M(112
′
z) +M(1
′
x)
χL(1x)(t) = t
−6 + t6 + 8(t−5 + t5) + 36(t−4 + t4) + 120(t−3 + t3) + 330(t−2 + t2) + 680(t−1 + t) + 1030
dimL(1x) = 3380
L(35x) = M(35x)−M(112z) +M(525x) +M(1400x)−M(2800z)−M(3360z) +M(4536y) +M(2688y)
+M(1400y)−M(2800
′
z)−M(3360
′
z) +M(525
′
x) +M(1400
′
x)−M(112
′
z) +M(35
′
x)
χL(35x)(t) = 35(t
−2 + t2) + 168(t−1 + t) + 364
dimL(35x) = 770
L(50x) = M(50x)−M(400z) +M(1400x)−M(2800z) +M(2100y) +M(1400y)−M(2800
′
z)
+M(1400′x)−M(400
′
z) +M(50
′
x)
χL(50x)(t) = 50
dimL(50x) = 50
10
2.2. c = 1
10
.




⋆ 1x 1 · 1 · · · · 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
⋆ 8z · 1 1 · 1 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(2) 84x · · 1 · · 1 · 1 · 1 1 · · · · · · · · · · · · · · ·
⋆ 28x · · · 1 1 · 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(1) 567x · · · · 1 1 1 · 1 · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1400z · · · · · 1 · · 1 · 1 1 · · · · · · · · · · · · · ·
1008z · · · · · · 1 · 1 · · · · · 1 · · · · · · · · · · ·
448z · · · · · · · 1 · · 1 · · 1 · · · · · · · · · · · ·
2268x · · · · · · · · 1 · · 1 · · 1 · 1 · · · · · · · · ·
(2) 972x · · · · · · · · · 1 1 · 1 · · · · · · · · · · · · ·
4536z · · · · · · · · · · 1 1 1 1 · 1 · · · · · · · · · ·
4480y · · · · · · · · · · · 1 · · · 1 1 · 1 · · · · · · ·
4200y · · · · · · · · · · · · 1 · · 1 · 1 · · · · · · · ·
3150y · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 · · · · 1 · · · · ·
1400y · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 · · 1 · · · · · ·
4536′z · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 1 · 1 · 1 · · ·
2268′x · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 1 · 1 · · · ·
972′x · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · · 1 · · ·
1400′z · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · 1 1 · 1 ·
1008′z · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 · 1 · ·
448′z · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 · · 1
567′x · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 1 ·
84′x · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 1
28′x · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · ·
8′z · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 ·
1′x · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
11




⋆ 1x 1 · −1 · · 1 · · −1 1 −1 1 · 1 1 −1 −1 1 1 · · · −1 · · 1
⋆ 8z · 1 −1 · −1 1 1 1 −1 1 −2 2 1 1 · −2 −1 1 1 1 1 −1 −1 · 1 ·
(2) 84x · · 1 · · −1 · −1 1 −1 2 −2 −1 −1 −1 2 2 −1 −2 −1 −1 1 2 · −1 −1
⋆ 28x · · · 1 −1 1 · · · · −1 · 1 1 · −1 · · 1 · · −1 · 1 · ·
(1) 567x · · · · 1 −1 −1 · 1 · 1 −1 −1 −1 · 2 · −1 −1 · −1 1 1 −1 −1 ·
1400z · · · · · 1 · · −1 · −1 1 1 1 1 −2 −1 1 2 · 1 −1 −2 1 1 1
1008z · · · · · · 1 · −1 · · 1 · · · −1 · 1 · · 1 · −1 · 1 ·
448z · · · · · · · 1 · · −1 1 1 · · −1 −1 · 1 1 1 −1 −1 · 1 ·
2268x · · · · · · · · 1 · · −1 · · −1 1 1 −1 −1 · −1 · 2 · −1 −1
(2) 972x · · · · · · · · · 1 −1 1 · 1 · −1 −1 1 1 1 · −1 −1 · 1 1
4536z · · · · · · · · · · 1 −1 −1 −1 · 2 1 −1 −2 −1 −1 2 2 −1 −2 −1
4480y · · · · · · · · · · · 1 · · · −1 −1 1 1 1 1 −1 −2 · 2 1
4200y · · · · · · · · · · · · 1 · · −1 · · 1 · 1 −1 −1 1 1 ·
3150y · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 · 1 1 · · −1 −1 1 1 1
1400y · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 · 1 · · · −1 · · 1
4536′
z
· · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 −1 · −1 1 2 −1 −2 −1
2268′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 −1 · 1 1 · −1 −1
972′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · · −1 · 1 1
1400′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · −1 −1 1 1 1
1008′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 · · 1 ·
448′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 · 1 ·
567′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 −1 ·
84′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 −1
28′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · ·
8′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 ·
1′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
1
2
t t t t t t t t t t t t t t t
−8 −5 −2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 10 13 16
1x 8z 28x
84x
567x 448z
1008z
1400z
972x
2268x
4536z 1400y
3150y
4200y
4480y
4536′
z
972′
x
2268′
x
448′
z
1008′
z
1400′
z
567′
x
28′
x
84′
x
8′
z
1′
x
1
3
Finite-dimensional modules, their characters and dimensions:
L(1x) = M(1x)−M(84x) +M(1400z)−M(2268x) +M(972x)−M(4536z) +M(4480y) +M(3150y)
+M(1400y)−M(4536
′
z)−M(2268
′
x) +M(972
′
x) +M(1400
′
z)−M(84
′
x) +M(1
′
x)
χL(1x)(t) = t
−8 + t8 + 8(t−7 + t7) + 36(t−6 + t6) + 120(t−5 + t5) + 330(t−4 + t4) + 792(t−3 + t3)
+ 1632(t−2 + t2) + 2760(t−1 + t) + 3411
dimL(1x) = 14, 769
L(8z) = M(8z)−M(84x)−M(567x) +M(1400z) +M(1008z) +M(448z)−M(2268x) +M(972x)
− 2M(4536z) + 2M(4480y) +M(4200y) +M(3150y)− 2M(4536
′
z)−M(2268
′
x) +M(972
′
x)
+M(1400′z) +M(1008
′
z) +M(448
′
z)−M(567
′
x)−M(84
′
x) +M(8
′
z)
χL(8z)(t) = 8(t
−5 + t5) + 64(t−4 + t4) + 288(t−3 + t3) + 876(t−2 + t2) + 1968(t−1 + t) + 2745
dimL(8z) = 9153
L(28x) = M(28x)−M(567x) +M(1400z)−M(4536z) +M(4200y) +M(3150y)−M(4536
′
z)
+M(1400′z)−M(567
′
x) +M(28
′
x)
χL(28x)(t) = 28(t
−2 + t2) + 224(t−1 + t) + 441
dimL(28x) = 945
14
2.3. c = 1
8
.
t t t t t t t t t t t t t
−11 −5 −2 −1 1 3 4 5 7 9 10 13 19
1x 35x 160z 567x 525x
1575x
1400x
175x
6075x
2835x
7168w
5600w
2016w
6075′
x
2835′
x
525′
x
1575′
x
1400′
x
175′
x
567′
x
160′
z
35′
x
1′
x




⋆ 1x 1 1 · · · · · 1 · 1 · · · · · · · · · · · · ·
(3) 35x · 1 · 1 · · 1 · · 1 · · · · · · · · · · · · ·
⋆ 160z · · 1 1 · 1 · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(3) 567x · · · 1 1 1 1 · 1 · · · · · · · · · · · · · ·
(3) 525x · · · · 1 · · · 1 · · · · · · 1 · · · · · · ·
1575x · · · · · 1 · · 1 · · 1 · · · · · · · · · · ·
1400x · · · · · · 1 · 1 1 1 · · · · · · · · · · · ·
(1) 175x · · · · · · · 1 · 1 · · 1 · · · · · · · · · ·
6075x · · · · · · · · 1 · 1 1 · 1 · 1 · · · · · · ·
2835x · · · · · · · · · 1 1 · 1 · 1 · · · · · · · ·
7168w · · · · · · · · · · 1 · · 1 1 · · 1 · · · · ·
5600w · · · · · · · · · · · 1 · 1 · · 1 · · · · · ·
2016w · · · · · · · · · · · · 1 · 1 · · · 1 · · · ·
6075′
x
· · · · · · · · · · · · · 1 · 1 1 1 · 1 · · ·
2835′
x
· · · · · · · · · · · · · · 1 · · 1 1 · · · 1
525′
x
· · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · 1 · · ·
1575′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · 1 1 · ·
1400′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 · 1 1
175′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · 1
567′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 1 1 ·
160′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · ·
35′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 1
1′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
15




⋆ 1x 1 −1 · 1 −1 −1 · −1 1 1 −2 · · 1 1 −1 −1 · −1 1 · −1 1
(3) 35x · 1 · −1 1 1 · · −1 −1 2 · 1 −1 −2 1 1 1 1 −2 1 1 −1
⋆ 160z · · 1 −1 1 · 1 · −1 −1 1 1 1 −1 −1 1 · 1 · −1 1 · ·
(3) 567x · · · 1 −1 −1 −1 · 2 1 −2 −1 −1 1 2 −2 · −1 −1 2 −2 −1 1
(3) 525x · · · · 1 · · · −1 · 1 1 · −1 −1 1 · 1 1 −1 1 · −1
1575x · · · · · 1 · · −1 · 1 · · · −1 1 · · 1 −1 1 1 −1
1400x · · · · · · 1 · −1 −1 1 1 1 −1 −1 2 · 1 · −2 2 1 −1
(1) 175x · · · · · · · 1 · −1 1 · · −1 · 1 1 · · −1 · 1 −1
6075x · · · · · · · · 1 · −1 −1 · 1 1 −2 · −1 −1 2 −2 −1 2
2835x · · · · · · · · · 1 −1 · −1 1 1 −1 −1 −1 · 2 −1 −1 1
7168w · · · · · · · · · · 1 · · −1 −1 1 1 1 1 −2 1 1 −2
5600w · · · · · · · · · · · 1 · −1 · 1 · 1 · −1 1 · −1
2016w · · · · · · · · · · · · 1 · −1 · · 1 · −1 1 · ·
6075′
x
· · · · · · · · · · · · · 1 · −1 −1 −1 · 2 −1 −1 2
2835′
x
· · · · · · · · · · · · · · 1 · · −1 −1 1 −1 · 1
525′
x
· · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · −1 1 1 −1
1575′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · −1 · 1 −1
1400′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 1 · −1
175′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · · · −1
567′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 −1 −1 1
160′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · ·
35′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 −1
1′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
1
6
Finite-dimensional modules, their characters and dimensions:
L(1x) = M(1x)−M(35x) +M(567x)−M(525x)−M(1575x)−M(175x) +M(6075x) +M(2835x)
− 2M(7168w) +M(6075
′
x) +M(2835
′
x)−M(525
′
x)−M(1575
′
x)−M(175
′
x)
+M(567′x)−M(35
′
x) +M(1
′
x)
χL(1x)(t) = t
−11 + t11 + 8(t−10 + t10) + 36(t−9 + t9) + 120(t−8 + t8) + 330(t−7 + t7) + 792(t−6 + t6)
+ 1681(t−5 + t5) + 3152(t−4 + t4) + 5175(t−3 + t3) + 7240(t−2 + t2) + 8465(t−1 + t) + 8640
dimL(1x) = 62, 640
L(160z) = M(160z)−M(567x) +M(525x) +M(1400x)−M(6075x)−M(2835x) +M(7168w) +M(5600w)
+M(2016w)−M(6075
′
x)−M(2835
′
x) +M(525
′
x) +M(1400
′
x)−M(567
′
x) +M(160
′
z)
χL(160z)(t) = 160(t
−2 + t2) + 713(t−1 + t) + 1224
dimL(160z) = 2970
2.4. c = 1
6
. There is a large principal block containing the finite-dimensional L(Triv).
The principal block is not studied in this paper. There is also a smaller block whose
minimal support irreducibles have support of dimension 2, and its decomposition matrix
is given below.
t t t t t t t t t t t t t t t
−6 −4 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 9 10 12 14
112z 160z 400z 1344x 2240x 3360z 3200x 7168w
1344w
3200′x 3360
′
x 2240
′
x 1344
′
x 400
′
z 160
′
z 112
′
z
17




(2) 112z 1 · 1 1 1 · · · · · · · · · · ·
(2) 160z · 1 · 1 · 1 · · · · · · · · · ·
(3) 400z · · 1 · 1 · · · 1 · · · · · · ·
(4) 1344x · · · 1 1 1 1 1 · · · · · · · ·
2240x · · · · 1 · · 1 1 · · 1 · · · ·
3360z · · · · · 1 · 1 · 1 · · · · · ·
(4) 3200x · · · · · · 1 1 · · 1 · · · · ·
7168w · · · · · · · 1 · 1 1 1 1 · · ·
1344w · · · · · · · · 1 · · 1 · 1 · ·
3200′x · · · · · · · · · 1 · · 1 · · ·
3360′z · · · · · · · · · · 1 · 1 · 1 ·
2240′x · · · · · · · · · · · 1 1 1 · 1
1344′x · · · · · · · · · · · · 1 · 1 1
400′z · · · · · · · · · · · · · 1 · 1
160′z · · · · · · · · · · · · · · 1 ·
112′z · · · · · · · · · · · · · · · 1




(2) 112z 1 · −1 −1 1 1 1 −2 · 1 1 1 −1 −1 · 1
(2) 160z · 1 · −1 1 · 1 −1 −1 1 · 1 −1 · 1 ·
(3) 400z · · 1 · −1 · · 1 · −1 −1 · 1 · · −1
(4) 1344x · · · 1 −1 −1 −1 2 1 −1 −1 −2 2 1 −1 −1
2240x · · · · 1 · · −1 −1 1 1 1 −2 · 1 1
3360z · · · · · 1 · −1 · · 1 1 −1 −1 · 1
(4) 3200x · · · · · · 1 −1 · 1 · 1 −1 −1 1 1
7168w · · · · · · · 1 · −1 −1 −1 2 1 −1 −2
1344w · · · · · · · · 1 · · −1 1 · −1 ·
3200′x · · · · · · · · · 1 · · −1 · 1 1
3360′z · · · · · · · · · · 1 · −1 · · 1
2240′x · · · · · · · · · · · 1 −1 −1 1 1
1344′x · · · · · · · · · · · · 1 · −1 −1
400′z · · · · · · · · · · · · · 1 · −1
160′z · · · · · · · · · · · · · · 1 ·
112′z · · · · · · · · · · · · · · · 1
All missing entries can be recovered from the Hecke algebra decomposition matrix using
Lemmas 0.2 and 0.1 except for [M(112z) : L(3200x)] and [M(160z) : L(3200x)]. Let
α := [M(160z) : L(3200x)], β := [M(112z) : L(3200x)]
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and write the decompositions of L(160z) and L(112z) into Vermas in terms of α and β:
L(160z) = M(160z)−M(1344x) +M(2240x) + (1− α)M(3200x) + (α − 1)M(7168w)−M(1344w)
+M(3200′x) + (1− α)M(2240
′
x)−M(1344
′
x) + αM(400
′
z) +M(160
′
z)
L(112z) = M(112z)−M(400z)−M(1344x) +M(2240x) +M(3360z) + (1− β)M(3200x)
+ (β − 2)M(7168w) + (1− β)M(3200
′
x) +M(3360
′
z) + (1− β)M(2240
′
x)
+ (β − 1)M(1344′x) + (β − 1)M(400
′
z)− βM(160
′
z) + (1− β)M(112
′
z)
In the first matrix we see that [M(3200′x) : L(σ)] = 0 unless σ = 1344
′
x, and so
dimHom(M(σ),M(3200′x)) = 0 unless σ = 1344
′
x or possibly σ is the lowest weight of a
simple appearing in the decomposition of M(1344′x). However, from the decompositions
of L(3200′x) = M(3200
′
x) −M(1344
′
x) + M(160
′
z) + M(112
′
z) and L(1344
′
x) = M(1344
′
x) −
M(160′z)−M(112
′
z), it must be that
dimHom(M(160′z),M(1344
′
x) = dimHom(M(112
′
z),M(1344
′
x)) = 0
as well. So dimHom(M(σ),M(3200′x)) = 0 unless σ = 1344
′
x. By Lemma 0.1, α and β
must be either 0 or 1.
By considering dimensions of supports we can show that α and β must both be 0. If
α = 1, the character of L(160z) would have a pole of order 8, i.e. L(160z) would have full
support. But this is impossible since L(160z) is killed by KZ functor. Therefore α = 0. If
β = 1 then the character of L(112z) would have a pole of order 4, i.e. the dimension of
support of L(112z) would be 4-dimensional. But consider
ResE8E7 112z = 1a ⊕ 27a ⊕ 7
′
a ⊕ 21
′
b ⊕ 56a
′
The dimension of support of the simpleH 1
6
(E7)-module L(56
′
a) is 2, and therefore Ind
E8
E7
L(56′a)
has 3-dimensional support. But
IndL(56′a) = IndM(56
′
a)−IndM(120a)+IndM(336
′
a)−IndM(336a)+IndM(120
′
a)−IndM(56a)
and from the formula for Res 112z above, M(112z) appears exactly once in the formula
for IndL(56′a), in IndM(56
′
a). Since 112z is leftmost in its block with respect to the hc-
ordering, it follows that L(112z) appears as a summand of IndL(56
′
a) in the Grothendieck
group. Since dimSupp IndL(56′a) = 3, dimSuppL(112z) ≤ 3, and so β = 0.
2.5. c = 1
5
. There are two nontrivial blocks, one containing L(Triv) = L(1x) and the
other containing L(8z), where 8z denotes the standard representation of the Weyl group
E8. The blocks appear identical after relabeling: each block contains twenty irreducible
representations, of which two are finite-dimensional and four have 4-dimensional support.
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2.5.1. The principal block.




⋆ 1x 1 1 · · · · · · · · · 1 · · · · · · · ·
(4) 84x · 1 · · 1 · 1 · · · · 1 · · · · · · · ·
⋆ 28x · · 1 1 · · · · · · 1 · · · · · · · · ·
(4) 567x · · · 1 1 1 · 1 · · 1 · · · · · · · · ·
(4) 1344x · · · · 1 · 1 1 · 1 · · · · · · · · · ·
(4) 2268x · · · · · 1 · 1 1 · · · · · · · · · · ·
972x · · · · · · 1 · · 1 · 1 · · 1 · · · · ·
4096z · · · · · · · 1 1 1 1 · 1 · · · · · · ·
4536y · · · · · · · · 1 · · · 1 1 · · · · · ·
2688y · · · · · · · · · 1 · · 1 · 1 1 · · · ·
1134y · · · · · · · · · · 1 · 1 · · · · · 1 ·
168y · · · · · · · · · · · 1 · · 1 · · · · 1
4096′
z
· · · · · · · · · · · · 1 1 · 1 1 · 1 ·
2268′
x
· · · · · · · · · · · · · 1 · · 1 · · ·
972′
x
· · · · · · · · · · · · · · 1 1 · 1 · 1
1344′
x
· · · · · · · · · · · · · · · 1 1 1 · ·
567′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 ·
84′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1
28′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 ·
1′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1




⋆ 1x 1 −1 · · 1 · · −1 1 · 1 · −1 · · 1 · −1 · 1
(4) 84x · 1 · · −1 · · 1 −1 · −1 −1 1 · 1 −2 1 1 −1 −1
⋆ 28x · · 1 −1 1 1 −1 −1 · 1 1 1 −1 1 −1 1 −1 · 1 ·
(4) 567x · · · 1 −1 −1 1 1 · −1 −2 −1 2 −2 1 −2 2 1 −2 −1
(4) 1344x · · · · 1 · −1 −1 1 1 1 1 −2 1 −1 2 −1 −1 2 1
(4) 2268x · · · · · 1 · −1 · 1 1 · −1 1 −1 1 −1 · 1 1
972x · · · · · · 1 · · −1 · −1 1 −1 1 −1 1 · −2 ·
4096z · · · · · · · 1 −1 −1 −1 · 2 −1 1 −2 1 1 −2 −2
4536y · · · · · · · · 1 · · · −1 · · 1 · −1 1 1
2688y · · · · · · · · · 1 · · −1 1 −1 1 −1 · 2 1
1134y · · · · · · · · · · 1 · −1 1 · 1 −1 −1 1 1
168y · · · · · · · · · · · 1 · · −1 1 −1 · 1 ·
4096′
z
· · · · · · · · · · · · 1 −1 · −1 1 1 −2 −1
2268′
x
· · · · · · · · · · · · · 1 · · −1 · 1 ·
972′
x
· · · · · · · · · · · · · · 1 −1 1 · −1 −1
1344′
x
· · · · · · · · · · · · · · · 1 −1 −1 1 1
567′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 ·
84′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1
28′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 ·
1′
x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
20
t t t t t t t t t t t t t
−20 −8 −4 −2 0 1 4 7 8 10 12 16 28
1x 84x
28x
567x 1344x 972x
2268x
4096z 168y
1134y
2688y
4536y
4096′
z
972′
x
2268′
x
1344′
x
567′
x
84′
x
28′
x
1′
x
Finite-dimensional modules, their characters and dimensions:
χL(1x)(t) = t
−20 + t20 + 8(t−19 + t19) + 36(t−18 + t18) + 120(t−17 + t17) + 330(t−16 + t16) + 792(t−15 + t15)
+ 1716(t−14 + t14) + 3432(t−13 + t13) + 6435(t−12 + t12) + 11440(t−11 + t11) + 19448(t−10 + t10)
+ 31824(t−9 + t9) + 50304(t−8 + t8) + 76848(t−7 + t7) + 113256(t−6 + t6) + 160464(t−5 + t5)
+ 217437(t−4 + t4) + 279576(t−3 + t3) + 337900(t−2 + t2) + 380264(t−1 + t) + 395874
dimL(1x) = 3, 779, 136
χL(28x)(t) = 28(t
−8 + t8) + 224(t−7 + t7) + 1008(t−6 + t6) + 3360(t−5 + t5) + 8673(t−4 + t4)
+ 17640(t−3 + t3) + 28980(t−2 + t2) + 38808(t−1 + t) + 42750
dimL(28x) = 240, 192
2.5.2. The block containing L(8z).




⋆ 8z 1 1 · · · · · · 1 · · · · · · · · · · ·
(4) 112z · 1 1 1 · · · 1 1 · · · · · · · · · · ·
(4) 1008z · · 1 · · 1 1 1 · · · · · · · · · · · ·
(4) 448z · · · 1 · · · 1 · 1 · · · · · · · · · ·
⋆ 56z · · · · 1 1 · · · · · 1 · · · · · · · ·
(4) 1296z · · · · · 1 1 · · · · 1 · · 1 · · · · ·
4096x · · · · · · 1 1 · · 1 · · · 1 · · · · ·
4536z · · · · · · · 1 1 1 1 · 1 · · · · · · ·
1344w · · · · · · · · 1 · · · 1 · · · · · · 1
2016w · · · · · · · · · 1 · · 1 · · · 1 · · ·
7168w · · · · · · · · · · 1 · 1 1 1 · · · · ·
448w · · · · · · · · · · · 1 · · 1 · · 1 · ·
4536′
z
· · · · · · · · · · · · 1 1 · · 1 · 1 1
4096′
x
· · · · · · · · · · · · · 1 1 1 · · 1 ·
1296′
z
· · · · · · · · · · · · · · 1 1 · 1 · ·
1008′
z
· · · · · · · · · · · · · · · 1 · · 1 ·
448′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 · 1 ·
56′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · ·
112′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 1
8′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
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



⋆ 8z 1 −1 1 1 · −1 · −1 1 · 1 1 −1 · −1 1 1 · −1 1
(4) 112z · 1 −1 −1 · 1 · 1 −2 · −1 −1 2 −1 2 −1 −2 −1 2 −2
(4) 1008z · · 1 · · −1 · −1 1 1 1 1 −2 1 −2 1 1 1 −1 2
(4) 448z · · · 1 · · · −1 1 · 1 · −1 · −1 1 1 1 −1 1
⋆ 56z · · · · 1 −1 1 −1 1 1 · · −1 1 −1 · · 1 · ·
(4) 1296z · · · · · 1 −1 1 −1 −1 · −1 1 −1 2 −1 · −1 1 −1
4096x · · · · · · 1 −1 1 1 · · −1 1 −2 1 · 2 −1 1
4536z · · · · · · · 1 −1 −1 −1 · 2 −1 2 −1 −1 −2 1 −2
1344w · · · · · · · · 1 · · · −1 1 −1 · 1 1 −1 1
2016w · · · · · · · · · 1 · · −1 1 −1 · · 1 · 1
7168w · · · · · · · · · · 1 · −1 · −1 1 1 1 −1 2
448w · · · · · · · · · · · 1 · · −1 1 · · −1 1
4536′
z
· · · · · · · · · · · · 1 −1 1 · −1 −1 1 −2
4096′
x
· · · · · · · · · · · · · 1 −1 · · 1 −1 1
1296′
z
· · · · · · · · · · · · · · 1 −1 · −1 1 −1
1008′
z
· · · · · · · · · · · · · · · 1 · · −1 1
448′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · 1 · −1 1
56′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · 1 · ·
112′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · 1 −1
8′
z
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1
t t t t t t t t t t t t t
−14 −8 −2 0 1 2 4 6 7 8 10 16 22
8z 112z 1008z
448z
56z
1296z 4096x4536z 1344w
2016w
7168w
448w
4536′
z
4096′
x
1296′
z
1008′
z
448′
z
56′
z
112′
z
8′
z
Finite-dimensional modules, their characters and dimensions:
χL(8z)(t) = 8(t
−14 + t14) + 64(t−13 + t13) + 288(t−12 + t12) + 960(t−11 + t11) + 2640(t−10 + t10)
+ 6336(t−9 + t9) + 13616(t−8 + t8) + 26560(t−7 + t7) + 47448(t−6 + t6) + 78080(t−5 + t5)
+ 118624(t−4 + t4) + 165888(t−3 + t3) + 212368(t−2 + t2) + 247424(t−1 + t) + 260640
dimL(8z) = 2, 101, 248
χL(56z)(t) = 56(t
−2 + t2) + 448(t−1 + t) + 720
dimL(56z) = 1728
2.6. c = 1
4
. The principal block is large and not studied in this paper. There are also
four smaller blocks, of which two are self-dual and two are dual to each other under tensor-
ing the characters labeling irreducibles with the sign representation. The decomposition
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matrices of these four blocks are worked out below.
t t t t t t t t t t t
−11 −8 −5 −1 1 4 7 9 13 16 19
28x 160z 300x 972x 700xx
840x
1344w 700
′
xx
840′x
972′x 300
′
x 160
′
z 28
′
x
t t t t t t t t t
−11 −5 −1 1 4 7 9 13 19
84x 700x 2268x 2100x
4200x
5600w
2016w
448w
2100′x
4200′x
2268′x 700
′
x 84
′
x
t t t t t t t t t t
−18.5 −6.5 −3.5 −.5 1.5 2.5 5.5 8.5 9.5 11.5
8z 560z 1344x 1400zz
840z
4536z 3200x 4200
′
z 2240
′
x 3240
′
z 56
′
z
1008′z
1400′z
t t t t t t t t t t
−3.5 −1.5−.5 2.5 5.5 6.5 8.5 11.5 14.5 26.5
1400z
1008z
56z
3240z2240z 4200z 3200
′
z4536
′
z 1400
′
zz
840′z
1344′x 560
′
z 8
′
z
The block containing L(28x) is self-dual and contains 3 irreps with dimension 4 sup-
port and 2 irreps with dimension 5 support. The irreps with dimension 4 support have
decompositions invariant under tensoring the lowest weights of the Vermas involved with
the sign rep, and consequently their characters
χL(τ)(t) = t
hc(τ) Pτ (t)
(1− t)4
where Pτ (t) is a polynomial of degree N := 2(4 − hc(τ)) are invariant under replacing t
k
with tN−k for each k = 0, ..., N , i.e.
t
−N
2 Pτ (t) = t
N
2 Pτ (−t)
All but the first five columns appear in the Hecke algebra decomposition matrix for this
block, and the entries for the first five columns follow immediately by applying Lemmas
0.2 and 0.1.
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28x 160z 300x 972x 700xx 840x 1344w 700
′
xx 840
′
x 972
′
x 300
′
x 160
′
z 28
′
x



(4) 28x 1 · · · 1 · · · 1 · · · ·
(4) 160z · 1 · 1 1 · 1 · · · · · ·
(4) 300x · · 1 1 · 1 · · · · · · ·
(5) 972x · · · 1 · 1 1 1 · · · · ·
(5) 700xx · · · · 1 · 1 · 1 1 · · ·
840x · · · · · 1 · 1 · · · · 1
1344w · · · · · · 1 1 · 1 · 1 ·
700′xx · · · · · · · 1 · · · 1 1
840′x · · · · · · · · 1 1 1 · ·
972′x · · · · · · · · · 1 1 1 ·
300′x · · · · · · · · · · 1 · ·
160′z · · · · · · · · · · · 1 ·
28′x · · · · · · · · · · · · 1




(4) 28x 1 · · · −1 · 1 −1 · · · · 1
(4) 160z · 1 · −1 −1 1 1 −1 1 −1 · 1 ·
(4) 300x · · 1 −1 · · 1 · · −1 1 · ·
(5) 972x · · · 1 · −1 −1 1 · 1 −1 −1 ·
(5) 700xx · · · · 1 · −1 1 −1 1 · −1 −1
840x · · · · · 1 · −1 · · · 1 ·
1344w · · · · · · 1 −1 · −1 1 1 1
700′xx · · · · · · · 1 · · · −1 −1
840′x · · · · · · · · 1 −1 · 1 ·
972′x · · · · · · · · · 1 −1 −1 ·
300′x · · · · · · · · · · 1 · ·
160′z · · · · · · · · · · · 1 ·
28′x · · · · · · · · · · · · 1
The block containing 84x is also self-dual.
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84x 700x 2268x 2100x 4200x 5600w 2016w 448w 2100
′
x 4200
′
x 2268
′
x 700
′
x 84
′
x



(4) 84x 1 1 · · · · 1 · · · · · ·
(5) 700x · 1 1 · 1 · 1 · · · · · ·
(4) 2268x · · 1 1 1 1 · · · · · · ·
(5) 2100x · · · 1 · 1 · 1 1 · · · ·
4200x · · · · 1 1 1 · · 1 · · ·
5600w · · · · · 1 · · 1 1 1 · ·
2016w · · · · · · 1 · · 1 · · 1
(4) 448w · · · · · · · 1 1 · · · ·
2100′x · · · · · · · · 1 · 1 · ·
4200′x · · · · · · · · · 1 1 1 1
2268′x · · · · · · · · · · 1 1 ·
700′x · · · · · · · · · · · 1 1
84′x · · · · · · · · · · · · 1




(4) 84x 1 −1 1 −1 · · · 1 · · · · ·
(5) 700x · 1 −1 1 · · −1 −1 · 1 −1 · ·
(4) 2268x · · 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 1 · ·
(5) 2100x · · · 1 · −1 · −1 1 1 −1 · −1
4200x · · · · 1 −1 −1 · 1 1 −1 · ·
5600w · · · · · 1 · · −1 −1 1 · 1
2016w · · · · · · 1 · · −1 1 · ·
(4) 448w · · · · · · · 1 −1 · 1 −1 1
2100′x · · · · · · · · 1 · −1 1 −1
4200′x · · · · · · · · · 1 −1 · −1
2268′x · · · · · · · · · · 1 −1 1
700′x · · · · · · · · · · · 1 −1
84′x · · · · · · · · · · · · 1
Of the five columns killed by KZ, there are six entries of the decomposition matrix
which cannot be recovered immediately by Lemmas 0.2 and 0.1. These are [M(84x) :
L(2268x)], [M(84x) : L(2100x)], [M(84x) : L(448w)], [M(700x) : L(2100x)], [M(700x) :
L(448w)], and [M(2268x) : L(448w)]. We will use induction and restriction to the rational
Cherednik algebra of E7 at parameter c =
1
4 to find the missing entries.
Let α = [M(2268x) : L(448w)] and write:
L(2268x) = M(2268x)−M(2100x)−M(4200x) +M(5600w) +M(2016w) + (1− α)M(448w)
+ (α− 1)M(2100′x)−M(4200
′
x) + (1− α)M(2268
′
x) + αM(700
′
x)− αM(84
′
x)
From the decompositions of L(448w) = M(448w) −M(2100
′
x) + M(2268
′
x)... L(2100
′
x) =
M(2100′x)−M(2268
′
x)... it follows that dimHom(M(2268
′
x),M(448w)) = 0. Then by Lemma
0.1, dimHom(M(448w),M(2268x)) = 0 and so α is either 0 or 1. If α = 1 then the following
expressionM from the Grothendieck group would have to be the decomposition of L(448w):
M := M(2268x)−M(2100x)−M(4200x)+M(5600w)+M(2016w)−M(4200
′
x)+M(700
′
x)−M(84
′
x)
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Restricting M to H 1
4
(E7) we’d then have to get an expression for a module in the
Category O.
ResM = M(120a) +M(56
′
a)−M(35
′
a)−M(105b)−M(210a)−M(189
′
b) +M(405a) +M(189
′
a)
+M(70a) +M(70
′
a)−M(210
′
a)−M(315a) +M(120
′
a) +M(56a)−M(21b)−M(1
′
a)
The Vermas of minimal hc-lowest-weight in this expression are M(120a) and M(56
′
a) and
these belong to different blocks, so L(120a) and L(56
′
a) must both appear in the composi-
tion series of ResM . Subtracting off these simples we have:
ResM − L(120a)− L(56
′
a) = −M(35
′
a)−M(189a) +M(336
′
a) +M(336a)−M(405
′
a)
−M(315a) +M(105
′
b) +M(189b)−M(21b)−M(1
′
a)
But the Verma of minimal hc-lowest-weight in this expression is M(35
′
a) and it appears
with a minus sign, so ResM − L(120a) − L(56
′
a) isn’t the expression for a module in
Category O and thus M couldn’t have been a module either. Therefore M 6= L(2268x),
α 6= 1, and so α = 0.
The decomposition of L(700x) is the next question. Either [M(700x) : L(2100x)] = 0
or 1. If [M(700x) : L(2100x)] = 1 then restricting L(700x) to the block containing L(1a)
in O 1
4
(E7) produces the term −M(210a) which neither belongs to any simple to its left in
the restriction of this hypothetical L(700x) nor is canceled by any terms to its right; this
can’t be a module, and so [M(700x) : L(2100x)] = 0. The possible characters of L(700x),
depending on the value of α := [M(700x) : L(448w)], then all agree that the support of
L(700x) = 5; the decomposition of L(700x) is:
L(700x) = M(700x)−M(2268x) +M(2100x)−M(2016w)− (1 + α)M(448w) + αM(2100
′
x)
+M(4200′x)− (1 + α)M(2268
′
x) + αM(700
′
x)− αM(84
′
x)
The restriction of L(700x) to the block containing L(1a) is:
Res L(700x)|B(1a) = M(105b)−M(405a) +M(336
′
a)−M(70a)−M(35a) +M(189b)−M(120
′
a)
− α
(
M(189a)−M(336
′
a) +M(315a)−M(189b) +M(21b)
)
= L(105b)− αL(189a)
Therefore α = [M(700x) : L(448w)] = 0.
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The blocks containing L(35b), L(35
′
b), and L(1a) in O 1
4
(E7) can be used to find the
expression for [L(84x)] in the basis of Vermas. Set cτ := [L(84x) : M(τ)]. Consider
IndL(35b)|B(700x) precomposed with projection to the principal block of O 1
4
(E7):
IndL(35b)|B(700x) = 35b ↑ −210b ↑ +280
′
b ↑ −105a ↑
= 84x + 700x − 4200x − 2016w + 5600w + 4200
′
x − 2100
′
x − 2268
′
x
and
Res(IndL(35b)|B(700x))|B(1a) = 1a + 56
′
a − 210a − 70a + 189a + 189b − 35a − 120
′
a
= L(1a) + L(56
′
a) + 2L(105b)
Since L(84x) = M(84x) − M(700x) + ..., IndL(35b)|B(700x) contains L(84x) + 2L(700x).
The rep 56′a appears only in Res 700x and Res 2268x among the τ ∈ IrrE8 in the same
block as L(84x). Also, [L(1a) : M(56
′
a)] = 0, and Res L(700x)|B(1a) = L(105b), so it
must be that Res L(84x)|B(1a) = L(1a). We find immediately that c2268x = 1. Next, the
restriction of IndL(35b)|B(700x) to the block of O 1
4
(E7) containing L(35
′
b) is 0. Therefore
Res L(84x)|B(35′b) = 0. It then follows from computing restrictions of the τ at hand that
c2100x = −c2268x , so c2100x = −1.
Thus [M(84x) : L(2268x)] = [M(84x) : L(2100x] = 0, and the only missing entry of the
decomposition matrix that’s left to find is [M(84x) : L(448w)]. Applying Res |B(1a) to the
decomposition of L(84x) up through the hc-weight-4 irreps except M(448w), the resulting
expression turns out to include the term −M(189a). This term does not belong to L(1a)
so must be canceled out. Only M(448w) remains free to do this as no τ to the right of
448w has 189a in its restriction, so [L(84x) : M(448w)] = 1 and [M(84x) : L(448w)] = 0.
This completes the decomposition matrix of the block of L(84x).
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The block containing the simple module with lowest weight the standard representation
has the following decomposition matrix:




(4) 8z 1 · · 1 · · · · 1 · · · ·
(4) 560z · 1 1 1 · 1 · · · · · · ·
(5) 1344x · · 1 · 1 1 1 · · · · · ·
(5) 1400zz · · · 1 · 1 · · 1 1 · · ·
(4) 840z · · · · 1 · 1 · · · · · 1
4536z · · · · · 1 1 1 · 1 · · ·
3200x · · · · · · 1 1 · · · · 1
4200′z · · · · · · · 1 · 1 · 1 ·
2240′x · · · · · · · · 1 1 1 · ·
3240′z · · · · · · · · · 1 1 1 ·
1400′z · · · · · · · · · · 1 · ·
1008′z · · · · · · · · · · · 1 ·
56′z · · · · · · · · · · · · 1




(4) 8z 1 · · −1 · 1 −1 · · · · · 1
(4) 560z · 1 −1 −1 1 1 −1 · 1 −1 · 1 ·
(5) 1344x · · 1 · −1 −1 1 · · 1 −1 −1 ·
(5) 1400zz · · · 1 · −1 1 · −1 1 · −1 −1
(4) 840z · · · · 1 · −1 1 · −1 1 · ·
4536z · · · · · 1 −1 · · −1 1 1 1
3200x · · · · · · 1 −1 · 1 −1 · −1
4200′z · · · · · · · 1 · −1 1 · ·
2240′x · · · · · · · · 1 −1 · 1 ·
3240′z · · · · · · · · · 1 −1 −1 ·
1400′z · · · · · · · · · · 1 · ·
1008′z · · · · · · · · · · · 1 ·
56′z · · · · · · · · · · · · 1
All decomposition numbers not belonging to the Hecke algebra decomposition matrix
follow immediately from Lemmas 0.2 and 0.1 except for [M(560z) : L(840z)]. Let α :=
[M(560z) : L(840z)] and write:
L(560z) = M(560z)−M(1344x)−M(1400zz) + (1− α)M(840z) +M(4536z) + (α− 1)M(3200x)
− αM(4200′z) +M(2240
′
x) + (α− 1)M(3240
′
z)− αM(1400
′
z) +M(1008
′
z)
Since L(840′z) = M(840
′
z) −M(1344
′
x) + M(560
′
z) and dimHom(M(560
′
z),M(1344
′
x)) = 1,
dimHom(M(560z),M(840z)) = dimHom(M(560
′
z),M(840
′
z)) = 0,
dimHom(M(840z),M(1400zz)) = 0, and dimHom(M(840z),M(1344x)) = 1. Therefore α
can equal 0 or 1. Suppose α = 1 and let M be the supposed expression for L(560z) in this
case. Restricting M to H 1
4
(E7),
ResM = M(7′a) +M(56
′
a)−M(210a)−M(105b)−M(280b)−M(15
′
a) +M(405a) +M(378
′
a)
−M(105′c)−M(315a)−M(216a) +M(210
′
b) +M(189b) +M(70a) +M(21
′
a) +M(120
′
a) +M(7a)
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Since M(7′a) and M(56
′
a) belong to different blocks and have minimal hc-weights for those
blocks over all the M(σ)’s appearing in ResM , L(7′a) and L(56
′
a) must appear in the
composition series of ResM . Subtracting them off we get that
ResM − L(7′a)− L(56
′
a) = −M(189a) +M(336
′
a)−M(315a) + 2M(189b) +M(7a)
and among the terms on the right-hand-side, 189a has the lowest hc-weight, so −M(189a)
can’t come from the composition series of any of the other terms. Thus ResM can’t be a
module, M can’t either, α can’t be 1 and so α = 0.
And the block dual to that containing L(8z):




(4) 1400z 1 · · 1 1 · · · · · · · ·
(4) 1008z · 1 · 1 · 1 1 · · · · · ·
(4) 56z · · 1 · · · 1 · · 1 · · ·
(5) 3240z · · · 1 1 1 · · 1 · · · ·
2240x · · · · 1 · · · 1 · · · 1
4200z · · · · · 1 1 1 1 · · · ·
(5) 3200′x · · · · · · 1 1 · 1 1 · ·
4536′z · · · · · · · 1 1 · 1 1 ·
1400′zz · · · · · · · · 1 · · 1 1
840′z · · · · · · · · · 1 1 · ·
1344′x · · · · · · · · · · 1 1 ·
560′z · · · · · · · · · · · 1 ·
8′z · · · · · · · · · · · · 1




(4) 1400z 1 · · −1 · 1 −1 · · 1 · · ·
(4) 1008z · 1 · −1 1 · −1 1 −1 1 −1 1 ·
(4) 56z · · 1 · · · −1 1 −1 · · · 1
(5) 3240z · · · 1 −1 −1 1 · 1 −1 · −1 ·
2240x · · · · 1 · · · −1 · · 1 ·
4200z · · · · · 1 −1 · −1 1 · 1 1
(5) 3200′x · · · · · · 1 −1 1 −1 1 −1 −1
4536′z · · · · · · · 1 −1 · −1 1 1
1400′zz · · · · · · · · 1 · · −1 −1
840′z · · · · · · · · · 1 −1 1 ·
1344′x · · · · · · · · · · 1 −1 ·
560′z · · · · · · · · · · · 1 ·
8′z · · · · · · · · · · · · 1
All entries in columns not belonging to the Hecke algebra decomposition matrix follow
immediately from Lemmas 0.2 and 0.1 except for [M(1400z) : L(3200
′
x)],
[M(1008z) : L(3200
′
x)], and [M(3240z) : L(3200
′
x)].
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Set α := [M(3240z) : L(3200
′
x)], β := [M(1008z) : L(3200
′
x)], and
γ := [M(1400z) : L(3200
′
x)]. Write:
L(3240z) = M(3240z)−M(2240x)−M(4200z) + (1− α)M(3200
′
x) + αM(4536
′
z)
+ (1− α)M(1400′zz) + (α− 1)M(840
′
z)− αM(1344
′
x) + (α − 1)M(560
′
z) + αM(8
′
z)
L(1008z) = M(1008z)−M(3240z) +M(2240x)− βM(3200
′
x) + βM(4536
′
z)− βM(1400
′
zz)
+ βM(840′z)− βM(1344
′
x) + βM(560
′
z) + (β − 1)M(8
′
z)
L(1400z) = M(1400z)−M(3240z) +M(4200z)− (γ + 1)M(3200
′
x) + γM(4536
′
z)− γM(1400
′
zz)
+ (γ + 1)M(840′z)− γM(1344
′
x) + γM(560
′
z) + γM(8
′
z)
First we show that α = 0. From the decompositions of L(3200x), L(2240
′
x), and L(4200
′
z)
and Lemma 0.1, it follows that dimHom(M(3200′x),M(3240z)) = dimHom(M(3200
′
x),M(2240x)) =
0, while dimHom(M(3200′x),M(4200z)) = 1. Thus α is either 0 or 1. Suppose α = 1, so
that L(3240z) is equal to
M := M(3240z)−M(2240x)−M(4200z) +M(4536
′
z)−M(1344
′
x) +M(8
′
z)
and calculate the restriction of M to H 1
4
(E7), and consider only those terms which belong
to the block containing L(35b):
ResM |B(35b) = M(35b)−M(210b)−M(105c) +M(378a)−M(105a) +M(7a)
Since 35b has the smallest hc-weight of any of the lowest weights of the Vermas in this
expression, L(35b) must belong to the composition series of ResM |B(35b). Subtracting off
L(35b) = M(35b)−M(210b) +M(280
′
b)−M(105a), we have:
ResM |B(35b) − L(35b) = −M(105c) +M(378a)−M(280
′
b) +M(7a)
which cannot be a module in this block since the smallest hc-weight term, −M(105c),
appears with a minus sign. Therefore ResM |B(35b) is not a module and so M cannot be
either, and it must be that α = 0.
Next, we claim that β = 1. Consider
ResE8E7 1008z = 27a ⊕ 21a ⊕ 120a ⊕ 210a ⊕ 105
′
a ⊕ 189
′
c ⊕ 56
′
a ⊕ 280
′
a
Then observe that M(27a) is the only term in L(27a) with lowest weight one of the factors
of ResE8E7 1008z . Since M(1008z) does not appear in the composition series of any simple
in its block except for L(1008z), it follows that L(1008z) appears in the decomposition of
IndL(27a) into simples. This implies that dimSuppL(1008z) ≤ 4, since dimSuppL(27a) =
3 and induction from a maximal parabolic raises dimension of support of a module by 1.
On the other hand, the character of L(1008z) will only have a pole of order 4 if β = 1,
otherwise it will have a pole of order 5. So β must be 1 and dimSuppL(1008z) = 4.
The same kind of argument shows γ = 0: the character of L(1400z) has a pole of order
5 if γ ≥ 1, but if γ = 0, it has a pole of order 4. But L(1400z) appears in the composition
series of IndE8E7 L(21
′
b) into simples, and dimSuppL(21
′
b) = 3, so dimSuppL(1400z) ≤ 4
and γ = 0.
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3. F4 with equal parameters
The relevant parameters are c = 1/d for d = 2, 3, 4, 6, 8, 12. We omit the case d = 2.
For d = 8, 12 the blocks are of defect 1 ([9], Table F.3) and the unique representation of
less than full support in each block happens to be finite-dimensional – the characters were
originally found by Rouquier [13]. All other nontrivial blocks have defect 2 ([9], Table
F.3).
3.1. c = 1
6
. There is a single block of non-zero defect ([8], Table 7.7).
Theorem 3.1. The decomposition matrix of the principal block is as follows:
11 23 21 83 81 12 92 93 84 82 24 22 14



⋆ 11 1 · · 1 1 1 · · · · · · ·
⋆ 23 · 1 · 1 · · · 1 · · · · ·
⋆ 21 · · 1 · 1 · 1 · · · · · ·
(1) 83 · · · 1 · 1 · 1 · 1 · · ·
(1) 81 · · · · 1 1 1 · 1 · · · ·
12 · · · · · 1 · · 1 1 · · 1
92 · · · · · · 1 · 1 · 1 · ·
93 · · · · · · · 1 · 1 · 1 ·
84 · · · · · · · · 1 · 1 · 1
82 · · · · · · · · · 1 · 1 1
24 · · · · · · · · · · 1 · ·
22 · · · · · · · · · · · 1 ·
14 · · · · · · · · · · · · 1




⋆ 11 1 · · −1 −1 1 1 1 −1 −1 · · 1
⋆ 23 · 1 · −1 · 1 · · −1 · 1 · ·
⋆ 21 · · 1 · −1 1 · · · −1 · 1 ·
(1) 83 · · · 1 · −1 · −1 1 1 −1 · −1
(1) 81 · · · · 1 −1 −1 · 1 1 · −1 −1
12 · · · · · 1 · · −1 −1 1 1 1
92 · · · · · · 1 · −1 · · · 1
93 · · · · · · · 1 · −1 · · 1
84 · · · · · · · · 1 · −1 · −1
82 · · · · · · · · · 1 · −1 −1
24 · · · · · · · · · · 1 · ·
22 · · · · · · · · · · · 1 ·
14 · · · · · · · · · · · · 1
Proof. The hc-weights on lowest weights in this block are given by hc(τ) = 2(1−
χτ (s1)+χτ (s3)
dim τ ):
31
t t t t t t t
−2 0 1 2 3 4 6
11 23
21
83
81
12
92
93
84
82
24
22
14
All but the first five columns of the decomposition matrix belong to that of the Hecke
algebra. Of the first five columns, all entries are obtained from Lemmas 0.2 and 0.1
except for [M(11) : L(83)] and [M(11) : L(81)]. Since L(11) is finite-dimensional [15],
dimL(11)[1] = dimL(11)[−1], and this implies [M(11) : L(83)]+[M(11) : L(83)] = 2. Again
because L(11) is finite-dimensional, writing L(11) =
∑
cτM(τ), we must have
∑
cτM(τ
′) =∑
cτM(τ); it follows that [M(11) : L(83)] = [M(11) : L(81)]. 
3.2. c = 1
4
. There are two defect 1 blocks and the principal block, which has defect 2 [8]
(Table 7.7). The two defect 1 blocks with their hc-weights are pictured below:
t t t
−1 2 5
21 43 24
t t t
−1 2 5
23 44 22
from which we calculate the characters of L(21) and L(23) and find that
dimSuppL(21) = dimSuppL(23) = 2
Theorem 3.2. The decomposition matrix of the principal block is as follows:
11 42 91 12 61 41 94 45 14



⋆ 11 1 · 1 · 1 · · · ·
⋆ 42 · 1 1 1 · · · · ·
(2) 91 · · 1 1 1 1 1 · ·
12 · · · 1 · · 1 1 ·
61 · · · · 1 · 1 · 1
(2) 41 · · · · · 1 1 · ·
94 · · · · · · 1 1 1
45 · · · · · · · 1 ·
14 · · · · · · · · 1




⋆ 11 1 · −1 1 · 1 −1 · 1
⋆ 42 · 1 −1 · 1 1 −1 1 ·
(2) 91 · · 1 −1 −1 −1 2 −1 −1
12 · · · 1 · · −1 · 1
61 · · · · 1 · −1 1 ·
(2) 41 · · · · · 1 −1 1 1
94 · · · · · · 1 −1 −1
45 · · · · · · · 1 ·
14 · · · · · · · · 1
Proof. The hc-weights on lowest weights τ in this block are:
32
t t t t t t t
−4 −1 0 2 4 5 8
11 42 91 12
61
41
94 45 14
The columns labeled by τ where L(τ) has full support belong to the decomposition matrix
of the Hecke algebra; of the four remaining columns, all entries follow from Lemmas 0.2
and 0.1 except for [M(11) : L(41)] and [M(42) : L(41)]. In order that dimensions of graded
pieces of L(11) satisfy dimL(11)[2] ≥ dimL(11)[−2], [M(11) : L(41)] must be 0. Likewise,
in order to have dimL(42)[2] ≥ 0, [M(42) : L(41)] must be 0. 
3.3. c = 1
3
. There are two blocks of defect 2, one containing L(11) (the spherical rep-
resentation) and the other containing L(42) (42 denotes the standard rep of F4). Their
decomposition matrices are identical, and if σi, τi ∈ IrrF4 label the i’th rows in the de-
composition matrices of the blocks of the trivial rep and standard rep respectively, then
dim τi = 4dimσi. Moreover, the dimensions of supports of L(τi) and L(σi) are the same.
Theorem 3.3. The decomposition matrices of the blocks containing L(11) and L(42) are
the same and given by the matrix below.
42 83 81 16 43 44 84 82 45
11 23 21 41 12 13 24 22 14



⋆ 42 11 1 1 1 1 · · · · ·
(2) 83 23 · 1 · 1 · 1 · 1 ·
(2) 81 21 · · 1 1 1 · 1 · ·
16 41 · · · 1 · · 1 1 1
(2) 43 12 · · · · 1 · 1 · ·
(2) 44 13 · · · · · 1 · 1 ·
84 24 · · · · · · 1 · 1
82 22 · · · · · · · 1 1
45 14 · · · · · · · · 1




⋆ 42 11 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 1
(2) 83 23 · 1 · −1 · −1 1 1 −1
(2) 81 21 · · 1 −1 −1 · 1 1 −1
16 41 · · · 1 · · −1 −1 1
(2) 43 12 · · · · 1 · −1 · 1
(2) 44 13 · · · · · 1 · −1 1
84 24 · · · · · · 1 · −1
82 22 · · · · · · · 1 −1
45 14 · · · · · · · · 1
Proof. Of the five columns killed by KZ functor, Lemmas 0.2 and 0.1 recover all their
entries except [M(11) : L(12)] and [M(11) : L(13)] in the case of the principal block,
correspondingly [M(42) : L(43)] and [M(42) : L(44)] in the other block.
Consider the hc-weights on the τ in each block:
33
t t t t t
−6 −2 2 6 10
11 23
21
41
12
13
24
22
14
t t t t t
−2 0 2 4 6
42 83
81
16
43
44
84
82
45
A dimension check on graded pieces of modules then forces the two missing decompo-
sition numbers to be 0 in both blocks:
31 = dimL(11)[−2] ≤ dimL(11)[2] = 29 + 1− [M(11) : L(12)] + 1− [M(11) : L(13)]
4 = dimL(42)[−2] ≤ dimL(42)[2] = −4 + 4(1 − [M(42) : L(43)]) + 4(1− [M(42) : L(44)])

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